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A linesearch approach for the combination of
descent and negative curvature directions
 
C. P. Avelino1, J. M. Moguerza2, A. Olivares2, F. J. Prieto3
1UTAD, Vila Real, Portugal,
2University Rey Juan Carlos, Madrid, Spain,
3University Carlos III, Madrid, Spain

We are interested in the study of algorithms to compute in an efficient manner solutions for smooth unconstrained nonconvex problems. This problem has been extensively studied in the literature, and different classes of algorithms have been proposed to compute local solutions of the problem. Most of these methods are based on the generation of a sequence of iterates, updated using the information derived from a single search direction. In most cases, the methods compute an approximation to the Newton direction based on second-order approximations to the problem, and ensure reasonable global convergence properties by adjusting the size of the direction through either a linesearch or a trust-region approach. Nevertheless, it has been noted in the literature that in most practical cases it is possible to generate in each iteration additional information to update the iterates at a cost that is not significantly higher than that required by the classical Newton approach. It seems interesting to consider the potential improvement that the use of this information, for example descent and negative curvature directions, may imply for an unconstrained optimization algorithm, both in terms of its efficiency and its robustness. Also, for large-scale problems it may be computationally expensive to obtain an exact Newton direction in each iteration. 
The methods most commonly used are based on quasi-Newton approximations to the Hessian matrix, or in approximate solutions to the Newton system of equations. In these cases, the analysis of potential improvements based on combining several of these approaches seems particularly relevant, as no practical evidence suggests that any of the approximate Newton methods is in general superior to the others, and no clear evidence exists to support a strategy based on the a priori selection of one of them. An important and related task is the adequate scaling of the directions used in the algorithm. While the standard Newton direction is well-scaled, particularly close to the solution, other alternative search directions may not be, implying a potential inefficiency in the resulting algorithm.

Our proposal handles these problems by adjusting the scale of the available directions through the application of a few iterations of a Newton algorithm on a simplified local model for the problem. We will mostly consider the particular case when the directions available are the Newton direction, the gradient and a negative curvature direction. One advantage of this approach is that it is closely related to the standard Newton method, and it provides a more direct evaluation of the potential advantages of a combined information approach, when compared to the Newton algorithm. Also, the adjustments of the parameters to obtain efficient implementations of the combination algorithms are simpler in this setting. We describe the procedure and its implementation, and compare it with a modified Newton’s method.

Basins of attraction based on the iteration count of optimization problems
Javier Cano, Javier M. Moguerza

University Rey Juan Carlos of Madrid
There are many iterative techniques to find a root or zero of a given function. For any iterative technique, it is often of interest to know which initial seeds lead to which roots. When the iterative technique used is Newton's method, this is known as Cayley's problem.

There is another important question, deeply related with this problem. We tackle here the problem of counting the number of iterations it takes Newton's method to reach convergence, for a given initial point. We are interested in exploring the relations between Cayley's problem and the iteration count.

When considering Cayley's problem, it is necessary to introduce the concept of basins of attraction, as the set of points in the space of system variables such that initial conditions chosen in this set dynamically evolve to a particular minimum. Hence, the space of system variables is split in as many regions as the number of different minima.

However, there exists the possibility that not every point chosen as initial guess for Newton's method converges to one of the local minima for the tolerance and maximum number of iterations specified for the algorithm. Thus, for all such points we define the Julia set, J, as the set of points for which Newton's method fails to find a zero. The complementary of J is sometimes referred as the Fatou set.

Although there is an extensive bibliography related to basins of attraction and Julia sets for Newton's method, most works are based on the iteration of complex polynomials of the form 
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. A plethora of spectacular and intricate graphics fills the pages of dozens of books and articles, showing how amazingly complicated and braided basins of attraction of Newton's method might be, even for such simple functions.

Nevertheless, very few has been done or discussed when more complicated real-valued functions, 
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, are taken into account. Our aim is to extend similar techniques for higher-dimension problems, providing graphical and numerical results which would help us to gain some knowledge about how to choose appropriate initial guesses for Newton's method, in order to save up as much computational time as possible.

In this work, we have chosen as test function a modified version of the well-known Rosenbrock's function, although similar analysis may be performed for other real-valued multivariate functions.

We also provide a brief review of Newton's method, and more specifically, of a modified version of it, which we use in this work. A more detailed description of how basins of attraction are drawn is also supplied. We expose graphical and numerical results. We have devoted our attention to drawing basins of attraction based on which initial points lead to which roots, and based on the iteration count, showing their apparently deep connection. 
Strictly feasible active-set Newton method for mixed complementarity problems
 
A.N. Daryina, A.F. Izmailov
Dorodnicyn Computing Center of Russian academy of science 

Lomonosov Moscow State University

The mixed complementarity problem (MCP) [1] is a variational inequality on a generalized box, that is

find 
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where 
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This paper continues the development of Newton-type methods for MCP presented in [2], [3], based on identification of active indices. These methods possess local superlinear convergence under very mild assumptions. The paper [3] suggests the globalization strategy for these local methods. However, the algorithm in [3] may generate trajectories outside of the feasible box 
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. At the same time, in real-world applications one is often faced with situations when the mapping 
[image: image17.wmf]F

 is defined only on 
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, or even on a smaller set not containing (some parts of) the boundary of 
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, and hence, the methods which produce infeasible trajectories may be unusable. In this work, we propose new globalization strategy for methods from [2], [3], generating only strictly feasible trajectories.

In order to obtain a strictly feasible version of the algorithm from [3], we suggest the following: the local Newton step should be replaced by an iteration of some globally convergent strictly feasible algorithm if the former does not yield a strictly feasible point and a sufficient decrease of a chosen merit function. Otherwise the Newton step is accepted. A similar hybrid scheme was developed in [4]. However, the superlinear convergence of the algorithm in [4] was only proved under the assumption of strong regularity of the solution 
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 of MCP (1) [5].  For our algorithm, the required regularity assumption is the so-called semistability [6], which is a substantially weaker condition than strong regularity [2]. 

Some more details about our algorithm. We use active set Newton method as a local scheme. This means that we first identify the sets of active and degenerate constraints, and then compute Newton direction 
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 using these sets. If 
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 is correctly defined and decrease condition holds we accept this step and return to identification procedure. Otherwise we use globalization scheme which employs the semismooth Newton method and the gradient projection method (here the projection is calculated easily since the feasible set is a box).

Our algorithm correctly generates a sequence 
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 belonging to the strictly feasible set 
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. Global convergence properties of the algorithm are established. Finally, we demonstrate that our algorithm retains superlinear convergence rate.
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On the effect of attraction of Newton-type methods to critical Lagrange multipliers
 
A.F. Izmailov1, M.V. Solodov2
1Lomonosov Moscow State University,
2Instituto de Matemática Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, Brazil
We discuss possible scenarios of behaviour of the dual part of the trajectory generated by a Newton-type methods (SQP, semismooth Newton methods for equation-based reformulations of Karush-Kuhn-Tucker systems) when applied to constrained optimization problems with nonunique multipliers associated to a solution (i.e., violating strict Mangasarian-Fromovitz constraint qualification). Among those scenarios are (a) failure of convergence of the dual sequence; (b) convergence to a so-called critical multiplier (which, in particular, violates the second-order sufficient condition for optimality), both satisfying and violating strict complementarity, which appears to be a typical scenario when critical multiplier exists; (c) convergence to a noncritical multiplier. The case of mathematical programs with complementarity constraints is also discussed. We illustrate each scenario with examples, and discuss consequences for the speed of convergence.

The consequences of violation of classical constraint qualifications has been a subject of considerable interest in the past decade, both in the case of general mathematical programming problems and in the special case of equilibrium or complementarity constraints (see [1-5] and references therein). If the second-order sufficient optimality condition holds (with some multipliers) at some primal solution then convergence to this point can be expected for (good implementations of) good algorithms, even in the case of violated constraint qualifications. The speed of convergence, however, is often slow. It has been observed that, when convergence is slow, the reason for  this is not so much constraints’ degeneracy as such, but some undersirable behaviour of the dual sequence [2, 4]. Among various scenarious of this behaviour, one of the prominent ones is convergence to critical multiplier. Understanding this phenomenon better is one of the reasons for this research, while another reason is concerned with possible remedies of this behaviour. The latter is even so more important in the context of various stabilization and regularization methods specially developed for treating possible constraints’ degeneracy [1, 3, 5]. Some of those methods do achieve superlinear or quadratic convergence despite degeneracy, if their primal-dual starting point is close to a point satisfying the second-order sufficient condition. To get such a starting point, the issue of dual behaviour of an ``outer'' (global) phase becomes crucial. 

For the case of equality constraints only, we believe that the overall picture is quite clear [2]. The case of mixed constraints, including complementarity constraints, is more complex and requires further study. This work is a step in this direction.
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Gauss-Newton Method for Finding Singular 
Solutions of Nonlinear Equations
 
M.Yu. Yerina, A.F. Izmailov
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Consider the equation
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This work deals with numerical methods for finding singular solutions of (1). One of the most natural and effective approaches to construction of numerical algorithms for this problem is based on so called defining systems. Such systems include, along with (1), additional equations that characterize the structure of singularity of the mapping 
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 at the solution 
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, in such a way that under natural assumptions the point 
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 is an isolated solution of the new system. In this case 
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The structure of singularity of 
[image: image35.wmf]F

 at 
[image: image36.wmf]x

 may be described by the equality 
[image: image37.wmf]()0

PFx

¢

=

, where 
[image: image38.wmf]mm

PR

´

Î

 is the projector onto some direct complement 
[image: image39.wmf]2

Y

 of the subspace 
[image: image40.wmf]1

im ()

YFx

¢

=

 in 
[image: image41.wmf]m

R

 parallel to 
[image: image42.wmf]1

Y

. Since 
[image: image43.wmf]P

 is not available without the knowledge of solution 
[image: image44.wmf]x

, it should be replaced by some smooth approximation 
[image: image45.wmf]:

m

POR

®

. We propose a specific choice of 
[image: image46.wmf]()

P

×

 and an implementation of defining system 
[image: image47.wmf]()0

Fx

=

, 
[image: image48.wmf]()()0

PxFx

¢

=

 as the equation of the form 
[image: image49.wmf]()0

x

F=

, with 
[image: image50.wmf]()

:

mrnmr

ORR

´-+

F®´

 being a smooth mapping.

An iteration of Gauss-Newton method for the defining system 
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In this work we consider an implementation of Gauss-Newton method for the over-determined defining system 
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. The conditions for its local superlinear convergence are stated. We also propose a constructive method for local identification of the number 
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. This method is based on the corresponding error bound. We also present the results of numerical experiments for thesuggested algorithm and compare these results with the behaviour of usual Newton method applied to the original equation (1).
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On regularized projection two-step variable metric minimization method
V.G. Malinov

Ulyanovsk State University
1. Consider the minimization problem under general nonlinear constraints 
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 . In the general case, problem (1),(2) is unstable with respect to perturbations in 
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 For solving of problem here used minimization method based on the two-step first order variable metric method (VMM), constructed by the idea from [2], [3].

2. Together with real metric and the projection 
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3. We formulate the sufficient conditions for the strongly convergence in 
[image: image105.wmf]H

 of the iterative sequences 
[image: image106.wmf]{

}

x

k

 of the methods from family (3)-(4) to normal solution of problem (1)-(2). 
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Then the sequence 
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4. Further in the report discusses preliminary results of comparative numerical experiments for realization of the method (3),(4) with first and second order minimization methods. 
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Full-information best-choice problem with two stops 
V.V. Mazalov, A.A. Falko

Institute of Applied Mathematical Research

Karelian Research Centre RAS, Petrozavodsk
The full-information best-choice problem with two stops is considered. Let 
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 objects are given. Object qualities
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 form the sequence of independent random variables with known continuous distribution. For simplicity the case of uniform [0, 1] distribution is considered. The best-choice problem is to find two optimal  stopping times
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In contrast to the no information problem [2], where before choice it is necessary to reject the certain number of objects, in this problem the choice can be done at the first stage.  

The optimal stopping rule is 
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This problem is a generalization of the well known best-choice problem developed by Gilbert and Mosteller [1].
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Best-choice problem with disorder
 
V.V. Mazalov, E.E. Ivashko

Institute of Applied Mathematical Research

Karelian Research Centre RAS

A production system is working in the GOOD state and there is a constant probability that it falls into the BAD state (and remains there) at a disorder moment. In the GOOD state system produces iid random values uniform distributed on [0,1]. In the BAD state system produces iid r. v. uniform distributed on [0, b] (b < 1 is a parameter). A decision-maker observes the output Xt of the system at each time t = 1, 2, ..., N and decide either CONTINUE (i.e. reject Xt and observe Xt+1), or STOP (i.e. accept and receive Xt). Recall is not allowed (i.e. the observation once rejected cannot be recalled later). Observer knows b, but the real state of a system is unknown. Observer aims to get the largest observation with a maximum probability during the given finite period of time N. The strategy of observer is to set a threshold q and accept a first observation, which is larger (or equal) than q and reject all observations, which is less than q. If observer rejects N−1 observations, it must accept N-th. To solve the task we consider probabilities of the best choice in two cases: qopt < b and qopt > b. 
For this problem we have found decisions in finite and infinite (N tends to infinity) tasks for the case either the last observation be accepted or not.
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Constructing Collective Causal Maps through 
Multidimensional Scaling
V.E. Podobedov, T.Yu. Bouzdine-Chameeva

Bordeaux Business School, Bordeaux, France

Knowledge acquisition and management have a crucial role in modern informational systems. Extraction of valuable information from a number of different particular facts or opinions produced by a group of experts is a widespread way of getting knowledge. Special notions and tools are often required for facilitating a collaborative work of the experts, especially for the situations when the experts have uncoordinated or conflicting views on the problem.

In the field of operations management, causal maps appear to serve as the useful tool for producing knowledge. A causal map is an abstract, coherent representation of the causal relations among events, facts, concepts or objects. For a group of experts, such map reflects a collective perception of causal relations estimated independently by different experts. A collective causal map of a group is often constructed on a base of individual maps of group members.

The ANCOM-2 (Analysis and Comparison of Maps) is a decision support methodology and a software system developed for building and exploring collective causal maps. It implies different measures of analysis: distance ratios, hierarchical cluster analysis, and multidimensional scaling. Nowadays, with a rapid growth of virtual networking, groups of experts can be dispersed in time and place and forced to work in an asynchronized manner. The ANCOM-2 provides the means for facilitating the emergence of the collective vision of such virtual groups, and developing a common vision on a studying subject.

Collective causal maps produced by means of multidimensional scaling (MDS) are considered here. A given set of concepts is mapped via the MDS approach into a low-dimensional target space Rm (m 3). For only one expert, concepts’ images in the target space form a causal map, where the distances between the images correspond to the proximities between the concepts assigned by the expert. Collective causal map integrates the proximities, given by various experts.

When the sets estimated by different experts don’t coincide, then different options of the collective opinion formation can be suggested. Respectively, the four types of collective causal maps are realized in the ANCOM-2: an aggregated map, a map of unanimity, a map of majority, and a map of enlightened majority.

The criterion used in the MDS transformation is essentially multiextremal:
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where y1,…,yN are the images of the concepts x1,…,xN,  – a metric in Rm, M – a number of experts, Pk – a set of concept pairs estimated by k-th expert, ijk – his estimation given to the pair (xi,xj), wijk – a weight assigned to this estimation, >0.
The number of local minima of the criterion can be very great; the criterion dimension is generally proportional to the number of concepts N and equals mN. (Typically, tens or hundreds concepts can be considered in practical tasks.) 

So, the MDS task requires solving a global optimization task in a high-dimensional space. A number of other factors complicate the realization of MDS: dissymmetry of pairwise relations between concepts; presence of different estimations for the relations between the same concepts; different experts can estimate the non-coincident sets of pairwise relations; not all relations between the concepts can be assigned. Intentional distortion of estimations can also be introduced.

For solving the MDS task, the method combining the next stages is developed:

1. Examine the possibilities of decomposing the task for reducing its dimension or for splitting it into several subtasks;

2. For every subtask:

- Estimate the characteristics such as a theoretical estimation of the lower bound of the global minimum;

- Perform a search of the global minimum for obtaining an optimal image in the target space;

- Transform the obtained image in order to meet additional requirements for its visual presentation, e.g. an appropriate orientation;

3. Combine the solutions of all subtasks.

Global optimization is performed using a two-stage algorithm combining a global search on the criterion domain with multiple local searches. The method is tested and shows its effectiveness in a case of several tens of concepts and experts.

On the convergence rates of hybrid algorithm 
solving combinatorial optimization problem
A. Turchyn
Kyiv, National Taras Shevchenko University of Kyiv
Genetic algorithms (GA) are well-known effective search technique for solving different optimization problems. GA is successfully applied to solve problems connected with production planning, resource distribution,  neural network learning and other significant practical tasks [1-9]. 

Probabilistic modeling algorithms are well-developed tools for solving different combinatorial optimization problems [10]. These algorithms are close to simulated annealing methods, which are known to find suitable solution in acceptable time and strongly limited machine resources. 

The idea of combining two effective search techniques, proposed in this  paper, based on assumption that applying probabilistic modeling algorithm as mutation operator in GA scheme may increase the solution accuracy. 

Let 
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 – set of binary vectors with length 
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Simplified GA from [11] will be used as basic GA in proposed scheme. Probabilistic modeling algorithm used as mutation operator, was given in [12]. Hybrid algorithm will be labeled as SGA+PMA. 
Convergence analysis of SGA+PMA is providing by using Markov chain theory. , the analogy between SGA+PMA iteration process and Markov chain will be investigated.

To prevent proposed algorithm from preliminary convergence and implement the ability to observe an essential part of search space, an important feature was introduced. Approximation with worse fitness function value can be accepted anyway with some probability, and the key moment is to present an effective consecution, bounding the probabilistic transactions. 

This probabilistic transactions are bounded on each iteration with key PMA parameter 
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. Thus, probabilistic transactions at the beginning of SGA+PMA work occur often; during further SGA+PMA work the frequency of such probabilistic transactions is getting lower. 

Using stationary distribution 
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 of corresponding Markov chain and Doeblin’s minorization condition, an upper bound on the convergence rates are received: 
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 is a SGA+PMA population size. 

Further deeper convergence analysis and getting of better convergence rates are expected to be the main direction of researches in the future, alongside with practical work on some test problems.
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Об одном методе внутренней точки для решения задачи полуопределенного программирования
 
М.С. Бабынин, В.Г. Жадан

Московский физико-технический институт (ГУ), 
Вычислительный центр им. А.А. Дородницына РАН

Задача полуопределенного программирования заключается в нахождении
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 означает, что матрица 
[image: image178.wmf]X

 
[image: image179.wmf]неотрицательно определена. Точка между двумя матрицами 
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указывает на их скалярное произведение, определяемое как след матрицы 
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. Предполагается, что как задача (1), так и двойственная к ней, удовлетворяют условию Слейтера. Тогда существуют решения обеих этих задач.

В последнее время методам решения задач полуопределен-ного программирования уделяется много внимания (см., например, 
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). В настоящем сообщении предлагается метод решения задачи (1), который является обобщением барьерно-проективного метода для задач линейного и нелинейного программирования 
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. Метод относится к классу методов внутренней точки. Рассматриваются его непрерывный и дискретный варианты, причем в двух формах записи: в векторной и в матричной. При построении метода используется представление неотрицательно определенной матрицы 
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получается путем помещения один под другим столбцов матрицы 
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, но не полностью, а только их элементов, расположенных на главной диагонали и ниже. Вектор 
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строится аналогично, только в нем внедиагональные элементы берутся с коэффициентом 2.
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. Непрерывный вариант барьерно-проективного метода для решения задачи (1) в векторном представлении имеет вид:
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Квадратная матрица 
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 порядка 
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 строится с исполь-зованием производных отображения 
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. Она обладает свойством, позволяющим матрице 
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, соответствующей вектору 
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, оставаться положительно определенной, если только начальная матрица 
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 также берется положительно определенной. Численный метод получается путем дискретизации системы (2). Обсуждаются его свойства и обосновывается сходимость.
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Об одной задаче управления при измерении 
части координат
 
М.С. Близорукова, В.И. Максимов

Институт математики и механики УрО РАН, 
Екатеринбург, Россия

Рассматривается задача робастного управления системой обыкновенных дифференциальных уравнений
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Предполагается, что на систему (1) действуют управление 
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 что, каково бы ни было неизвестное возмущение 
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Выбор закона управления, т.е. способа изменения параметра 
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В докладе указывается алгоритм решения описанной выше задачи, который основан на методе динамического обращения (методе динамической аппроксимации управлений), а также на известном в теории позиционного управления методе стабильных дорожек. В связи с неполнотой информации (а именно, с возможностью измерения в моменты 
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мы вводим в контур управления дополнительный блок – блок динамического восстановления (аппроксимации) неизвестной координаты 
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 (блок "идентификации''). При этом блок "идентификации'' играет роль поставщика информации о текущем полном фазовом состоянии системы. Эта информация оперативно передается на блок "управления'', формирующий  u по закону обратной связи.

Эффективная модификация метода опорного 
конуса в выпуклом программировании

В.П. Булатов, Т.И. Белых, Э.Н. Яськова

Институт систем энергетики 
им. Л.А. Мелентьева СО РАН, 
Байкальский государственный институт экономики и права

В работе предлагается один из вариантов методов погружения, предложенный ранее, в котором роль погружаемых множеств играют конусы.  Здесь конусы заменяются симплексами, которые дают модификации, имеющие полиномиальную скорость сходимости.
1. Методы опорных выпуклых множеств в выпуклом программировании 

Здесь в рамках методов погружения рассматривается решение следующей задачи выпуклого программирования:
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где R – выпуклое замкнутое ограниченное множество, 
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 - линейная форма.

Выпуклое замкнутое ограниченное снизу множество  
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 хотя бы одну общую граничную точку.  Роль опорных множеств будут играть опорные конусы ограниченные снизу, задаваемые системой линейных неравенств размерности 
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2. Метод опорного конуса

Пусть 
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Очевидно, что 
[image: image274.wmf]000-10

min{:}()b.  

cxxRcxcA

Î==


Запишем теперь  
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1. Пусть 
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2. Определим точку 
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3. Запишем уравнения ребер конуса 
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4. Среди этих точек отберем те, которые отвечают неравенству
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Очевидно, что с ростом числа итераций 
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 обусловленность системы уравнений, приводящих последовательность опорных конусов 
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 становится сколь угодно медленной, т.е. зависит от структуры системы неравенств 
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В докладе приводится модификация алгоритма шагов 1. – 4., позволяющая ускорить  сходимость базового метода.   

Исследование некоторых систем амортизации методами негладкого анализа 
Т.К. Виноградова

Санкт-Петербургский государственный 
электротехнический университет

Рассмотрим вопрос о решении задач оптимального управления следующего вида
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Запись 
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 означает задание полного набора краевых условий в том смысле, что при любой функции 
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 уравнения (1) и краевые условия (2) допускают существование и обеспечивают единственность решения
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доставляющей минимальное значение функционалу
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и обеспечивающей выполнение условий
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Что касается класса функционалов, то обычно рассматриваются дифференцируемые функционалы, первая вариация которых являются линейным функционалом от вариации управления. Но наряду с дифференцируемыми функционалами большой интерес для приложений представляют функционалы “недифференцируемые” (здесь термин “недифференцируемый” употреблен в смысле дифференцируемости лишь по направлениям), т.е. те функционалы, первая вариация которых не является линейным функционалом от вариации управления. Типичные примеры подобных функционалов
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 – некоторые дифференцируемые функции. 


В докладе будут рассмотрены обобщения задачи противоударной амортизации [1], [2], как задачи оптимального управления с негладким функционалом. Если объект подвергается ударным воздействиям, то установленные на нем механизмы испытывают перегрузки, приводящие к выходу из строя. Для уменьшения перегрузок механизмы крепятся к корпусу движущегося объекта не жестко, а с помощью амортизаторов, которые снижают воздействие внешних факторов. Требуется так подобрать характеристику амортизатора, чтобы минимизировать наибольшее отклонение объекта, причем допускаемая нагрузка, испытываемая амортизируемым телом (максимум модуля абсолютного ускорения), не превышала заданную величину. Приводится несколько постановок решения задачи амортизации с постепенным усложнением и обобщением задачи Гурецкого [1].

Для задач оптимального управления с функционалом качества типа максимум известны следующие необходимые условия оптимальности: поточечный, многоточечный, пакетный, интегральный принципы минимакса [3], [4].

Поставленные задачи амортизации предлагается решать методом спуска в пространстве управлений [4], применяя аналог интегрального принципа минимакса [5].
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Многоэтапное стохастическое 
программирование со схемой сценариев

Д.Ю. Голембиовский

Банк "Зенит", Москва
Рассматривается применение схемы сценариев для решения задачи многоэтапного стохастического программирования. При этом вероятностная задача заменяется соответствующим детерминированным эквивалентом, что существенно упрощает ее решение. Приводятся сведения об истории возникновения и развития данного подхода. К его преимуществам относится учет возможностей принятия управленческих решений в будущем, представление любого эмпирического распределения вероятностей при помощи дерева сценариев, естественность и наглядность с точки зрения лиц, принимающих решения. Недостатками являются дискретность используемой временной оси (в действительности решения могут приниматься значительно чаще), сложность формирования адекватного процессам дерева сценариев, вычислительная сложность оптимизационной проблемы, которая обуславливает решение задач относительно небольших размерностей.

Описываются основные методы построения дерева сценариев факторов неопределенности: метод бутстрэп, метод главных компонент, факторный анализ, метод Монте-Карло, метод моментов, систематический подход к сокращению размерности деревьев, экспертные методы назначения сценариев. Анализируются их достоинства и недостатки, определяются направления дальнейших исследований. Дается характеристика методов решения задачи многоэтапного стохастического программирования: метода внутренней точки, вложенной декомпозиции Бендерса, метода расширенных лагранжианов. 

Представляется обзор известных специализированных программных средств для решения задач многоэтапного стохастического программирования со схемой сценариев, таких как Stochastic Modeling Interface, SLP-IOR, MSLiP, NEOS Solver, SPInE, BNBS, COIN-SMI. Приводятся сведения о размерности и скорости решения задач. Рассматриваются вопросы тестирования управленческих решений, полученных на основе многоэтапного стохастического программирования. 

Перечисляются основные сферы приложений многоэтапного стохастического программирования со схемой сценариев: сельское хозяйство, планирование загрузки производственных мощностей, энергетика, финансы, управление рыбоохранными мероприятиями, лесное хозяйство, военная сфера, управление производством, составление расписаний, телекоммуникации, управление водохранилищами, управление перевозками. Приводятся примеры конкретных систем управления, основанных на принципах многоэтапного стохастического программирования. Даются оценки их эффективности. 
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О задачах математического программирования, имеющих многоэтапный характер

А.Г. Коротченко

Нижегородский государственный университет 
им. Н.И. Лобачевского

Рассматриваются задачи оптимизации специального вида, характерной особенностью которых является их многоэтапность. Такие задачи возникают, например, при распределении ресурсов различной природы, при построении формул численного интегрирования систем обыкновенных дифференциальных уравнений, когда момент окончания процесса интегрирования не задаётся априори. В последнем случае выбор шагов интегрирования осуществляется таким образом, чтобы минимизировать число вычислений правых частей системы при выполнении ограничений, определяемых точностью вычислений.

Указанные задачи могут быть сформулированы на языке перевода некоторой многошаговой системы из заданного начального состояния в априори неизвестное конечное состояние, определяемое в процессе её функционирования таким образом, чтобы минимизировать число промежуточных состояний системы, если множество её возможных состояний на каждом шаге задаётся с помощью точечно-множественного отображения.

Одной из возможных постановок такого рода задач является следующая:

                                          
[image: image311.wmf]m

j

j1

Q(X(j))min

=

Þ

å


(1)  
[image: image312.wmf]n

X(1)DR

ÎÌ

, 
[image: image313.wmf]n

j

X(j)D(X(j1))R

Î-Ì

,   
[image: image314.wmf]j2,...,m,m2

=³


Здесь значение m не предполагается фиксированным.

Наряду с задачей (1) рассмотрим задачи
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Пусть X* (1) – решение задачи (2), а X*( j ) – решение задач (3) при условии, что X ( j-1) = X*( j-1),  j = 2,…, m.

Для ряда конкретизаций задач (1)–(3) приводятся достаточные  условия, при выполнении которых  точка (X*(1),…,X*(m)) будет решением соответствующей задачи вида (1). Рассматриваются как дифференцируемый, так и недифференцируемый случаи.
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Теорема о неявной функции для 
негладких систем
Г.Е. Мурзабекова

Санкт-Петербургский государственный университет

Производные по направлению и их обобщения (производные Дини, Адамара, Кларка) являются положительно однородными функциями направления. Поэтому условия экстремума могут быть определены по двойственности Минковского через множества. В 1999 г. В.Ф. Демьяновым было введено понятие экзостера [1], с помощью которого можно формулировать необходимые и достаточные условия экстремума, находить направления спуска и подъема, строить численные методы. Это понятие оказалось удобным и для решения ряда других задач негладкого анализа, в том числе для исследования негладких неявных функций и для решения негладких систем уравнений. 

Пусть функции ƒi (x, y) (i ( 1:n) непрерывны по совокупности переменных на множестве S = S1 ( S2 ( Rm ( Rn, где S1 ( Rm, S2 ( Rn - открытые множества в соответствующих пространствах. Предположим x0 ( S1, y0 ( S2 и ƒi (x0, y0) = 0 
( i ( 1: n.

Зафиксируем g(Rm, g ( 0 и рассмотрим систему 

ƒi (x0 +(g , y0) = 0 
( i ( 1: n.

Будем говорить, что существует неявная функция по направлению g, если существует (0 > 0 и вектор-функция y((), заданная на [0, (0], такие, что

y(()
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Пусть h : Rn ( R – положительно однородная и непрерывная функция. Тогда (см. [2]) она может быть представлена в виде:

h  =
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где Е* и Е* – семейства выпуклых компактных множеств. Семейство множеств Е* = Е*(h) называется верхним экзостером функции, а семейство множеств Е* = Е*(h) – нижним экзостером функции.

Предположим, что все функции fi (z) дифференцируемы в точке z0 = [x0, y0] по направлениям и производные по направлению hi (q) = fi’(z0, (), где ( = [g, q], q (Rn, непрерывны как функции q. Тогда имеет место следующее разложение

fi (z0, () = fi (z0) + ( hi (() + o(I ((),

где hi (() = 
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Ci - верхний экзостер функции hi.

Для выяснения вопроса о существовании неявной функции по направлению g надо найти все решения системы вида
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(1)

Положим ƒ = (ƒ1, …, ƒn), h = (h 1, …, h n). Пусть  q0 – решение системы (1).

Введем множество матриц 
L(q0) = cl co 
[image: image331.wmf]1

*

,,1:

T

iiii

T

n

a

Aa

СCEin

a

ìü

æö

ïï

ç÷

=ÎÎ"Î

íý

ç÷

ïï

ç÷

èø

îþ

M

.

где Ei* – верхний экзостер функции hi. Здесь Т – знак транспонирования.

Теорема. Если |det A| ( ( > 0
( A ( L(q0), то для любого ( > 0 существуют (0 > 0 и q0 (x) ( Rn такие, что

|| q(() – q0 || ( (, 
ƒ(x0 + (g, y0 + (q(()) = 0n
(( ( [0, (0].
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О новом подходе к моделированию 
экстремальных величин

К.М. Назаренко, Е.Ю. Щетинин 
МГТУ «СТАНКИН», кафедра прикладной математики
Одной из важнейших практических задач риск-менеджмента инвестиционной компании является вычисление размеров рискового капитала, достаточного для покрытия рисков убытков от проводимых ею операций [1]. Широкое распространение к ее решению получила методология  Value at Risk (VaR), рекомендуемая, в том числе, и Базельским Комитетом.  Как известно, в основе VaR-методов оценивания рисков лежит пороговый метод моделирования и оценивания экстремальных величин, которому  в последнее время посвящено значительное число работ [2]. Описанные в них различные модификации порогового метода можно в целом охарактеризовать как методы детерминированного выбора порога. Широко известны также проблемы, возникающие при оценках параметров распределения цензурированной выборки, вследствие априорного разделения исследуемых данных на экстремальные и неэкстремальные с последующей аппроксимацией распределения надпороговых величин обобщенным распределением Парето. 

В работе предложен новый теоретический подход к моделированию экстремальных величин, содержащихся в выборке, позволяющий описывать их распределение в виде смеси двух и более распределений с некоторой смешивающей функцией, не отделяя их при этом от всей совокупности данных. В рамках такого подхода порог нами моделируется как некоторый функционал принадлежности членов выборки к одному из классов случайных величин (в частности, Вейбулла или обобщенного распределения Парето). С точки зрения эффективности применения предложенного метода в VaR-оценках рисков  такой выбор порога является предпочтительным, так как  позволяет минимизировать систематическую ошибку разделения выборки на экстремальные и неэкстремальные члены и, тем самым, получить более точные оценки как достаточного рискового капитала и VaR-оценок рисков. 

Литература
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Один подход к решению линейных 
двухуровневых задач
 
А.В. Орлов

Институт динамики систем и теории управления СО РАН

В работе рассматривается актуальная задача исследования операций – линейная задача двухуровневого программирования, использующаяся, например, при моделировании иерархических систем управления (центр – регионы, корпорация – филиалы и т.п.) [1,2] в «оптимистической» постановке [3]:
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 – матрицы соответствующего размера.
Изучены взаимосвязи этой задачи и одноуровневых задач билинейного программирования с несвязанными переменными [3]. В частности, исследовано три способа сведения задачи (P) к конечной последовательности билинейных задач, которые основаны на теории двойственности в линейном программировании, теореме Каруша-Куна-Таккера и методе штрафов.

Например, при применении одного из способов возникает задача следующего вида:

(BLP)   
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где 
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– вспомогательная переменная, 
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 – параметр.

Известно, что существует конечное значение параметра 
[image: image341.wmf]m

, при котором пара 
[image: image342.wmf]**

(,)

xy

, входящая в глобальное решение задачи (BLP), является решением задачи (P). Нетрудно видеть, что задача (BLP) является невыпуклой, а значит для ее решения неприменимы стандартные методы выпуклой оптимизации.  Для отыскания глобального решения в задачах типа (BLP) используется подход, основанный на теории глобального поиска [4]. Предложенный ранее алгоритм решения билинейных задач [5] обобщает алгоритм поиска ситуаций равновесия по Нэшу в биматричной игре [6].

Проблема генерации билинейных тестовых задач произвольной размерности для проверки эффективности разработанных алгоритмов локального и глобального поиска требует отдельного рассмотрения. Для решения этой задачи в работе используется специальный метод генерации билинейных задач с известными локальными и глобальными решениями [7].

Проведен обширный вычислительный эксперимент по решению случайно сгенерированных билинейных задач различной сложности и размерности до (100x100). Этот эксперимент доказал эффективность разработанных алгоритмов решения билинейных задач с несвязанными переменными и возможность их применения для поиска решения в двухуровневых задачах вида (P).

Литература

1. Моисеев Н.Н. Элементы теории оптимальных систем. – М.: Наука, 1975.

2. Горелик В.А., Кононенко А.Ф. Теоретико-игровые модели принятия решений в эколого-экономических системах. – М.: Радио и связь, 1982.

3. Dempe S. Foundations of bilievel programming. – Dordrecht/ Boston/ London: Kluwer Academic Publishers, 2002.

4. Стрекаловский А.С. Элементы невыпуклой оптимизации. – Новосибирск: Наука, 2003.

5. Орлов А.В. О локальном и глобальном поиске в задачах билинейного программирования // Труды XIII Байкальской международной школы-семинара "Методы оптимизации и их приложения". Иркутск: ИСЭМ СО РАН, 2005, Т.1., c. 313-318.

6. Орлов А.В., Стрекаловский А.С. О численном поиске ситуаций равновесия в биматричных играх // Журн. вычисл. матем. и матем. физики. 2005. Т.45, №6. c. 981-995.

7. Vicente L.N., Calamai P.H., Judice J.J. Generation of disjointly constrained bilinear programing test problems. // Computational Optimization and applications. 1992, v.1, No.3,  p. 299-306.

Методы оценивания параметров предельного распределения экстремумов в условиях 
ограниченного объема выборки

А.В. Парамонов, Е.Ю. Щетинин 
Центр математических исследований МГТУ "СТАНКИН"
В работе проведено исследование существующих и предложены новые методы количественного анализа статистических свойств экстремальных значений приращений курсовой стоимости акций крупных российских компаний в условиях высокой изменчивости показателей финансовых рынков.

Современные математические методы анализа статистических свойств экстремальных величин опираются на теорему Фишера-Типпета, которая устанавливает три типа предельных распределений экстремумов последовательностей н.о.р. случайных величин [1]:
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где в обобщенной параметрической нотации 
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Существующие параметрические и непараметрические методы оценивания параметра γ либо требуют априорных предположений о типе функции распределения F, либо используют лишь часть имеющейся выборки (метод блок-максимумов, пороговый метод). В последнем случае неизбежен компромисс между противоречивыми требованиями минимизации смещенности и разброса получаемых оценок. На практике это приводит к невозможности получения сколь-нибудь достоверных результатов даже для относительно больших выборок объемом 500 - 1000 точек.

В настоящей работе предложены новые математические методы оценивания параметра γ с применением порядковых статистик 
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, не предполагающие знания параметрической модели функции распределения случайной величины X . Оценивание параметров распределения экстремумов производится с использованием всей исходной выборки. М-метод максимального правдоподобия предполагает оптимизацию M-взвешенной логарифмической функции правдоподобия:
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где 
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М-метод взвешенных моментов использует математический аппарат взвешенных моментов и L-моментов [2], а также полученное нами соотношение, связывающее взвешенные моменты распределения максимумов со взвешенными моментами исходного распределения F:
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Проведен сравнительный анализ предложенных и известных методов. Показано, что предложенные оценки обладают хорошей стабильностью в зависимости от параметра m. Для выборок ограниченного объема оценки обладают приемлемой точностью; для выборок среднего и большого объема оценки обладают меньшими смещением и разбросом по сравнению с оценками, полученными методом блок-максимумов и пороговых методом.

Предложенные в работе методы позволяют более точно оценить величину риска инвестирования в акции российского фондового рынка в периоды высокой изменчивости финансовых показателей.

Литература
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Двойственность в оптимизации разности 
выпуклых функций
 
Л.Н. Полякова

Санкт-Петербургский государственный университет

В докладе рассматриваются некоторые оптимизационные свойства разности выпуклых функций с использованием обобщенной сопряженной функции.
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Положим 
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Заметим, что при наших предположениях функция 
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 не принимает значение 
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 и конечна на множестве 
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Рассмотрим оптимизационную задачу: найти 
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Теорема 1. Пусть точка 
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 и любой субградиент 
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 является точкой глобального минимума функции  
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Теорема 2. Пусть 
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 является точкой глобального минимума функции 
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Следствие. Если  
[image: image397.wmf]*

n

x

ÎÂ

  - точка глобального минимума функции 
[image: image398.wmf]f

 на 
[image: image399.wmf]n

Â

, то существует точка 
[image: image400.wmf]*

n

v

ÎÂ

 - точка глобального минимума функции  
[image: image401.wmf]^

f

-

 на 
[image: image402.wmf]n

Â

. При этом справедливо 
[image: image403.wmf]*^**

()min()min()()

nn

xv

fxfxfvfv

--

ÎÂÎÂ

===

.

Аналогичные утверждения могут быть получены для задачи максимизации разности выпуклых функций  на 
[image: image404.wmf]n
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Некорректные задачи и метод овыпукления

И.М. Прудников

Санкт-Петербургский государственный университет
Одним из эффективных методов решения некорректных задач типа
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, где U- заданное множество в банаховом пространстве, 
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- полунепрерывный снизу функционал, является метод регуляризации, разработанный А.Н. Тихоновым и его учениками. При использовании этого метода нужно выбрать какой-либо стабилизатор. Пусть таким стабилизатором является функция 
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, заданная на множестве U. Далее берется положительная последовательность 
[image: image408.wmf]m

a

, сходящаяся к нулю, и при каждом m на множестве U задается функция
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, которую принято называть функцией Тихонова.

Как правило, задача минимизации функции Tm на U более простая, чем задача минимизации функции J(.) на U, так как функция Tm обладает "запасом" устойчивости в виде члена (m((u). Но при уменьшении (m запас устойчивости также уменьшается, поэтому важно согласованно уменьшать (m и (m, где (m – точность нахождения инфимума функции Tm на m- ом шаге. В противном случае последовательность um может не сходиться в метрике рассматриваемого пространства U к множеству решений U*.

Трудность применения метода регуляризации заключается в том, что выполнить условия согласования последовательностей (m и (m достаточно трудно, так как на каждом шаге приходится решать оптимизационную задачу, точность решения которой неизвестна. Предлагаемый далее метод упрощает выбор последовательности (m. Параметр стабилизации (m получается на каждом шаге как решение оптимизационной задачи
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где z=(u,(). Регуляризация функционала J(.) по Тихонову обеспечивает регулярность по аргументу, но в данном случае процесс оптимизации построен таким образом,  что регулярность по функционалу обеспечивается также.

Впервые применение уравнений математической физики для решений задач глобальной оптимизации было предложено в работах профессора А.И. Пропой и А.И. Каплинского. Автор предложил дальнейшее развитие высказанных идей. В частности, задача поиска глобального минимума (максимума) функционала на заданном компакте сводится к задаче нахождения глобального минимума (максимума) решения уравнения теплопроводности. Причем можно так изменить оптимизируемый функционал, не изменив точку оптимума, чтобы решение уравнения теплопроводности или уравнения Пуассона было выпуклым (вогнутым) по пространственному аргументу (метод овыпукления). Для уравнения теплопроводности определяется правило стремления t(0,  чтобы решение оставалось выпуклым (вогнутым) по аргументу для всех t. Для нахождения точки глобального минимума функции f(.) применяется решение уравнения Пуассона 
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 где (-оператор Лапласа, c- произвольная константа, p(.)- плотность распределения случайного вектора X(U, f(.)- оптимизируемая функция. Уравнение (1) с физической точки зрения есть распределение потенциала электростатического поля с заданным распределением заряда (f(x)-c)p(x). Ясно, что точка глобального минимума функции (f(x)-c)p(x) совпадает с точкой глобального минимума функции ((.). Также для нахождения точки глобального минимума функции f(.) предлагается использовать решение уравнение теплопроводности u(x,t) уравнения 
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Но если функция f(.) может быть разрывной, то функции ((.), u(.,.) имеют (обобщенные) матрицы вторых смешанных производных. Применив процедуру овыпукления функций ((.), u(.,.) по переменной x в малой окрестности точки оптимума, можно построить метод поиска точки глобального экстремума функции f(.), сходящийся со сверхлинейной скоростью в этой окрестности.

Метод овыпукления помогает при решении некорректных задач, если в число поисковых параметров включить параметр регуляризации (. В малой окрестности точки глобального оптимума по совокупности аргументов решение уравнения Пуассона или уравнения теплопроводности выпукло (вогнуто) по совокупности аргументов. Построенный оптимизационный процесс позволяет так уменьшать параметр (  к нулю, чтобы оставаться в области  выпуклости(вогнутости). Тем самым можно решить основную проблему метода регуляризации – правила согласованного уменьшения параметров (m и (m. 
О невыпуклых задачах исследования операций
 
А.С. Стрекаловский

Институт динамики систем и теории управления СО РАН

Многие прикладные задачи исследования операций (ИО) и теории игр (ТИ) [1]([3] могут быть редуцированы к задачам оптимизации, имеющим невыпуклую структуру. Таковыми, например, являются биматричные игры, поиск равновесия по Нэшу в которых, как известно [5], равносилен решению следующей билинейной задачи оптимизации:
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Последняя задача, очевидно, является невыпуклой, т.е. обладает большим количеством локальных максимумов, весьма далеких от глобального даже по значению целевой функции.

Заметим, что поиск равновесий в матричной игре еще является выпуклой задачей, поскольку он равносилен решению двух задач линейного программирования, которые, например,  следуют из (1) при
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Численный поиск решения в задачах ИО с невыпуклой структурой в настоящий момент довольно затруднителен. Здесь развивается подход, предложенный в [4] для задач с функциями, представимыми в виде разности двух выпуклых функций (d.c. функциями). Таковыми, например, являются билинейные функции.

На основе теории глобального поиска [4] исследовались следующие задачи:

а) Задача о полиэдральной отделимости, имеющая приложения в финансовом менеджменте и медицинской диагностике. Это негладкая невыпуклая задача с 
[image: image415.wmf]minmax

и 
[image: image416.wmf]maxmin

 от аффинных функций.

b) Простейшие (двухуровневые) задачи иерархического управления [1]([3], сводящиеся к невыпуклым задачам оптимизации.

с) Поиск равновесий по Нэшу в биматричной игре.

Для этих задач предложены специальные методы локального поиска, процедуры глобального поиска, проведены успешные численные эксперименты.
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